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Kelengkapan Ruang C[a, b] pada Ruang Norm-2

Faisal', Jusmawati Massalesse?, Muh Nur®

Abstrak
Tulisan ini bertujuan untuk menentukan bahwa ruang C[a,b] dengan norm-2 yang
didefinisikan dengan
f) g(x)>|
det<
f» 9O
merupakan ruang norm-2 yang lengkap. Metode pembuktiannya dilakukan dengan

menunjukkan bahwa sebarang barisan Cauchy di C[a, b] konvergen ke suatu elemen C[a, b]
dalam ruang norm-2.

Ilf,gllc = sup sup

asxs<b asys<b

Kata Kunci: Ruang norm-2, ruang C[a, b], ruang norm lengkap.

1. Pendahuluan

Konsep ruang norm pertama kali dikemukakan oleh S. Banach, H. Hahn dan N. Wiener
pada tahun 1922, kemudian teorinya dikembangkan oleh S. Banach pada tahun 1932. Ruang
norm adalah ruang-ruang yang dibangun dari ruang vektor dengan norm yang terdefinisikan di
dalamnya. Ruang vektor X mempunyai norm yang dilambangkan dengan ||.|| dan pasangan
(X]I. 1) disebut ruang norm. Sebuah ruang disebut ruang norm yang lengkap (Ruang Banach) jika
setiap barisan Cauchy dalam ruang tersebut konvergen ke suatu elemen yang ada dalam ruang
tersebut.

Konsep ruang norm-2 pertama kali diperkenalkan oleh Gahler pada tahun 1960-an. Sejak
saat itu, ruang norm telah banyak dikaji oleh para matematikawan antara lain H. Gunawan dan M.
Mashadi dalam tulisannya “On finite-dimensional 2-normed space“pada tahun 2001. Norm-2
dilambangkan||-,-||, sedangkan (X, ||., . ||)menyatakan ruang norm-2.

Salah satu contoh ruang norm adalah ruang C[a, b].Ruang C|[a, b] merupakan ruang fungsi-
fungsi kontinu pada interval tertutup [a,b]. Kreyszig (1989) menyatakan bahwa norm pada
C[a, b] didefinisikan dengan:*

If 1l = supeeanylf () 1)

Beberapa penelitian telah membuktikan bahwa C[a, b]yang dilengkapi dengan suatu norm-
2 merupakan ruang norm-2 yang lengkap. Enjun Junaetidalam tulisannya “Ruang Fungsi Real
Kontinu pada Interval [a,b] Sebagai Ruang Norm-n” membuktikan kelengkapan ruang
C|a, b]pada ruang norm dengan memanfaatkan suatu diagram keterkaitan antara kekonvergenan
barisan terhadap norm-n dan kekonvergenan barisan terhadap norm di C[a, b]. Pada tulisan ini,
kelengkapan ruang C[a, b] pada norm-2 dilakukan dengan menggunakan kriteria barisan Cauchy,
yaitu dengan membuktikan bahwa setiap barisan Cauchy di C[a, b]konvergen ke suatu x €
Cla, b]
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2. Ruang C[a, b]
2.1. Ruang C|a, b] sebagai ruang vektor

Sebelum membuktikan C[a, b] sebagai ruang vektor, terlebih dahulu diberikan pengertian ruang

C|a, b] sebagai berikut:

Definisi 1

Himpunan semua fungsi bernilai real f;(t), f;(t),...yang kontinu pada interval tutup

[a, b], disebut ruang fungsi kontinu pada interval|[a, b] dan dituliskan dengan notasi C[a, b]. Jadi,
Cla,b] = {f;,i = 1,2,...|f;(¢t) kontinu untuk setiap t € [a, b]}.

Dengan mengunakan aksioma ruang vektor, berikut ini diperlihatkan bahwa C[a, b] adalah ruang
vektor.

Misalkan f3, f>, fs € C[a, b] dengan «, B sebarang skalar.
1. Akan ditunjukkan jika f;, f, € Cla, b]maka (f; + f,) € Cla, b]
Diketahui f;, f, € Cla, blartinya untuk setiap t € [a, b]
£(®) = lim f, (x)
f2(0) = y_lgfz(x)
Sehingga limy_,; (f1 (x) + f2(x)) = limy¢ f1(x) + limy_¢ f>(x)
=A@+ 20
=(fit+f2)®
jadi (fy + f2) € C[a,b]
2. Akan ditunjukkan bahwa untuk sebarang skalar «, jika f; € Cla, b] maka af; € C|a, b]
Diketahui f; € C[a, b]artinya untuk setiap t € [a, b]

f1(@) = lim,_; f1(x)

Dengan menggunakan sifat limit maka
lima f;(x) = alim f,(x)
=af(t)
jadi (afy) € Cla, b]
3. Akanditunjukkan f; + o = fo + f1
Untuk setiap t € [a, b], (f; + o) () = f1(t) + f>(t)
=limye f1(x) + limy e f2(X)
=limy ¢ fo(%) + limy ¢ f1(x)
=f2(6) + f1()
=(fz + f)®)
Jadi fi + fo=fo + f1
4.  Akanditunjukkan fi + (2 +f3) = (fi+/f2)+ f3
Untuk setiap t € [a, b]

(it (2 + )0 = chiftlﬁ(x) + (}cig}fz(x) + }Cigtlfs(x))

= limy_; fi (x) + lim,_,; f> x) + lim,_,; f3 (x)

= (limy; f1(x) +limye f5(x)) + lim,,; f3(x)

= (A + £(0) + ()

=((f1 + f2) + f)@®)
5. Pilih fungsi 0(t) = 0 untuk setiap t € [a,b]. Untuk setiap f;(t) € R berlaku
0(t) + f1(6) =0+ f1(¢t) = f1(0)
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6. Untuk setiap f;(t) € R pilih (—f1)(t) = —f;(t) € R sedemikian sehingga f;(t) +
—(fO® = f1(0) = F@®)
limy ¢ f1(x) — lim,; f3 (%)
limy e (f1(x) = f1(x))
lim,,¢(0 (x)) = 0(¢)
7. Akan ditunjukkan a(f; + f,) = af, + af;
Untuk setiap t € [a, b]
a(f1(®) + ,(®) = a(lim f; (%) + lim f,(x))
= alimy f1(x) + e lim f5(x)
=afi(t) + afz(t)
8. Akan ditunjukkan (a + B)f1 = af; + Bf1
Untuk setiap t € [a, b], (a + L) f1(t) = (a + B) lim,_; f1 (%)
= a limye f1(x) + B limye f7(x)
=afi(®) +Bf(H)
9. Akan ditunjukkan a(Bf;) = (aB)fy
Untuk setiap t € [a, b], (ﬂ(fl(t))) = a(B lim,_; f;(x))

=af limy_; fi(x)
= (af) (1 (1)

10. Akan ditunjukkan 1(f}) = f;
Untuk setiap t € [a, b], 1(f)(t) = 1lim,_; f;(x)
= limy¢ f1(x)

=f@®)

Karena C[a, b]Jmemenuhi aksioma ruang vektor maka C[a, b] adalah ruang vektor.m

2.2. Ruang C[a, b] sebagai ruang norm

Definisi 2.
Misalkan X adalah ruang vektor real. Norm pada X didefinisikan sebagai suatu pemetaan
II]l: X = R dimana untuk setiap x,y € X dan « € R memenuhi :

1 |lx]| = 0.
2. |lx]| = 0, jika dan hanya jika x = 0.
3. lax|l = [alllx]|.

4 lx + yll < llxll + [yl
Selanjutnya, pasangan (X, ||-||) disebut ruang norm.

Berikut ini dibuktikan bahwa norm pada C[a, b] yang didefinisikan dengan
Ifllo = sup |f(t)
t€la,b]
merupakan ruang norm
Bukti.

1. Diketahui
lfllo = sup [f(D)I
t€[a,b]
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Untuk t yang tetap maka ||f |l = |f(¢t)|. Karena |f(t)| = 0 maka ||f ||, = 0

2. Akan ditunjukkan ||f |l = supefaplf (£)] = 0 jika dan hany jika f = 0
(=) Misalkan ||f |l = 0 artinyasup;eq,plf (t)| = 0.

Untuk setiap t € [a, b] berlaku :

Iflle = If(®)] = 0.
Karena ||f[lo = 0 maka|f (t)| = 0 Jadi f = 0 untuk setiap ¢ € [a, b]

(&=)Misalkan f = 0. Berdasarkan definisi nilai mutlak maka |f(t)| = 0 untuk setiap t € [a, b].
Hal ini berarti maks;e[q 11 (£)| = 0.
Jadi || fll = 0
3. Akan ditunjukkan ||af |l = |a|||f|le untuk setiap f € X dan a € R
Dari definisi diperoleh:
lafllc = suptefaplaf ()l
=supefa,p) (lallf (O]
= |a| supsepa,p | f (DI

=lalllf e
4. Akan ditunjukkan ||f; + f2lle < Ifillee + |21l Untuk setiap f;, f> € X
Misalkan || f1 |l = suptea,plfi(O)] dan || f2ll = Suptefa,plf2 (O]

Maka
IIfi + f2llo = t:&%]lfl(t) + f2 (D]

< SuP¢eqap)|f1 (O] + suptepa,p) | f2(D)]
il + 1f2lleo
Sehingga [|f1 + f2llo < lIfille + [1/2]lco

Karena || f||omemenuhi sifat norm , maka C[a, b] adalah ruang norm.m

2.3. Kelengkapan Ruang C[a, b]

Definisi 3.

Misalkan(X, ||-]|) adalah ruang norm, X dikatakan lengkap jika untuk setiap barisan Cauchy (x;,)
dalam X konvergen ke suatu x € X. Ruang norm yang lengkap disebut ruang Banach.

Definisi 4.
Ruang C[a, b] disebut ruang yang lengkap jika setiap barisan Cauchy di C[a, b] konvergen ke
suatu x € C[a, b].

Definisi diatas akan digunakan untuk membuktikan ruang C[a, b] yang dilengkapi norm yang
didefiniskan dengan

Ifllo = sup |f(D)
t€la,b]
merupakan ruang norm lengkap
Bukti.

Misalkan (f,,) sebarang barisan Cauchy di C[a, b]. Jadi untuk setiap € > 0 terdapat
H(¢) € N sedemikian sehingga untuk setiap m,n = H(¢) berlaku
I fm — fullo = Supte[a,b]lfm(t) — @l <e 2
Akibatnya untuk suatu t =t € [a, b] , berlaku:
|fm(to) = fu(to)] <€ m,n > H(e)) ®)
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Hal ini memprelihatkan bahwa ( f,,(to)) = {f1(to), f2(to), ...} adalah sebuah barisan
Cauchy di R. Karena R lengkap maka barisan (f,,,(to)) konvergen, katakanlah f;, (o) — f(to)
dengan m — oco. Dengan cara yang Ssama, untuk t € [a,b] tertentu, terdapat barisan
(fm(t)) konvergen ke f(t) dengan m — oo.Perhatikan bahwa setiap x € [a, b] berpasangan
dengan tepat satuf (x), sehingga hal ini mendefinisikan fungsi f pada interval [a, b]. Selanjutnya
akan ditunjukkan bahwa untuk f € C[a, b], f;,, konvergen ke f untuk m — oo,

Dari persaman (2) dengan n — oo diperoleh
Supte[a,b]lfm(t) —-f®l<e m>N
Sehingga untuk setiap t € [a, b] berlaku

|fm(®) - f(O] <e m>N
Hal ini menunjukkan bahwa (f;,(t)) konvergen seragam ke f(t) di [a, b] berdasarkan criteria

Cauchy untuk konvergen seragam. Karena barisan (f,,) kontinu dan konvergen seragam di
[a, b], maka limit fungsi f juga kontinu di [a,b], sehingga f € [a, b]. Karena (f;,) barisan
Cauchy sebarang di C[a, b] dan untuk setiap t € [a, b] berlaku (f;;,) konvergen ke f maka
C[a, b] lengkap.m

2.4. Ruang C[a, b] sebagai Ruang Norm-2

Ruang norm-2 didefinisikan sebagai berikut

Definisi 5

Misalkan X adalah ruang vektor real dengan dimensi d > 2 (d boleh tak hingga). Suatu fungsi

|.,.]l =X x X — Ryang memenuhi empat sifat:
|x, y|| = 0 jikan dan hanya jika x dan y bergantung linear;

1.

2. l|x, vI| = |y, x|luntuk setiap x,y € X;

3 llax, y|| = |a||lx, y|luntuk setiap x,y € X, @ € R;

s llx + z,yll < llx, yll + ||z, ylluntuk setiap x,y, z € X;

dinamakan norm-2 dan pasangan (X, ||.,.||) dinamakan ruang norm-2 (Gunawan,2011).

Ruang norm-2 yang lengkap disebut juga ruang Banach-2.

Uraian berikut ini memperlihatkan bahwa ruang C[a, b] dengan norm sebagaimana didefinisikan
pada (1) merupakan Ruang Norm-2. Berdasarkan uraian sebelumnya telah diketahui bahwa

Ifllo = sup |f(x)
x€[a,b]

Selanjutnyadiketahui suatu norm pada C[a, b]didefinisikan dengan

(4)

”f:g”oo = SUPg<x<p SUPq<y<b

16y 50

(Junaeti ,2011:20)

Pembuktian norm-2 dilakukan dengan menunjukkan bahwa norm sebagaimana didefinisikan pada
(4) memenuhi sifat-sifat pada definisi 5 sebagai berikut:

1. Akan ditunjukkan ||f, gl = 0 jika dan hanya jika f dan g bergantung linear.

(=)Akan ditunjukkan jika || f, gl = Omakaf dan g bergantung linear.
Diketahuil|f, gllc = 0,
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Jadi supg<y<p SUPg<y<b

(56 )| =

Dengan kata lain det (}ng g gg) =

Hal ini berarti terdapat baris atau kolom matriks yang berkelipatan
Tanpa mengurangi keberlakuan umum, misalkan
g(x)) (f (x )) _
(500) = (pyp) g =it
Jadif dan g bergantung linear.
(&)Akan ditunjukkan jika f dan g bergantung linear maka ||f, gllcc = 0
Karena f dan g bergantung linear maka terdapat k sedemikian sehingga

(562) = *(re0)

) [0 9@
IF.9lle = sup, sup Jdex(5) 0|

(763 ko)l =0

Akibatnya

= SUPg<x<b SUPas<y<h
Terbukti [|f, glle = 0.
2. Akan ditunjukkan ||f, gll = |lg, fllountuk setiap f, g € C|[a, b].

16y 50

= SUPg<x<ph SUPasy<p f (1) g(¥) — fF () g ()|
= SUPg<x<h SUPas<y<p gV f () — g(x) f ()]
= SUPg<x<h SUPas<y<p|g (X f () — g) f (X)|

der (90 1)

Ilf,gllc = sup sup

asxsb asysb

= sup sup

asxs<b asys<b g()’) f(Y)
=9, flle
Jadi [If, glleo = 119, f ll o-
3. Akan ditunjukkan ||af, glle = lalllf, gllountuk setiap f, g € C[a, b], @ € R;
af (x) g(x)>|
af,glle = s S det(
laf gl wtxeh asyeh af () 9O)

= SUPg<x<p SUPas<y<plaf (X)g(y) — af (¥)g(x)|
= sup sup la(f(x)g ) — f(¥)g ()l

asxsb asys<b

= sup sup |a||f(x)g(y) — f()g()l

asx<b as<y<b

= |a|] sup sup |[f(x)g(y) — f(gx)|

a<x<ba<y<
= lalllf, 9l
Jadi [|af, glle = lalllf, gllco-

4, Akan ditunjukkan ||f + A, glle < If, glle + 1h, gllountuk setiap f, g, h € Cla, b].
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fx)+h(x) g(x)
o
— x) gx x) gx
~ *Pasxsb SPasy<h det(f(y) g(y))+det(h(y) g(y)>|

flx) gx) h(x) g(x)
(i gonl * 2, azyes R
<|If,glle + 1A glle

Ilf + R, gllo= SUPg<x<p SUPg<y<b

< sup sup
asxs<b asysb

Jadi dapat disimpulkan bahwa

sup sup
asxs<b asysb

f) g
det (f(y) g(y))

merupakan norm-2 pada ruang C[a, b].

2.5. Kelengkapan Ruang Cla, b] pada Norm-2

Pada subbab ini akan ditunjukkan bahwa ruang C[a, bJmerupakan ruang norm-2 yang lengkap,
dengan norm -2 yang didefinisikan dengan
fx) g)
der )
AVICORFIEY)

®)

Ilf, glleo = SUPa<x<p SUPg<y<b
Bukti.
Misalkan (f;,,) sebarang barisan Cauchy di C[a, b], maka untuk setiap € > 0 terdapat n, € N
sedemikian sehingga untuk setiap m, n = n, berlaku
fn () = fru(x) g(x))|
det( <e (6
)~ Fi® 90 ©
Ambil x = x, € [a,b]dan y = y, € [a, b] yang tetap maka berlaku
fm(x0) — fa(x0) g(xo))|
det( <e
| fn (Vo) = fu(o) 9 (Vo)
atau

| (x0) = f(x0))g o) = (Vo) — fn(0)) g(xo)| < € (7

Kasus |

I fm — frr 9l = SUPgex<p SUPg<y<b

Dari persamaan (7) diperoleh
| (x0) = fn(20))g o) = Fn(Wo) — fn(0)) g(xo)| < €
|(Fn (x0) = fn(x0)) g @)l = |(fin (Vo) — (Vo)) g(xo)| < &
|(fn(%0) = fn(x0)) 9ol < &+ [(fmn (Vo) — fn (Vo)) g(x0)l
Jika |(fin(V0) — fn(0)) 9(x0)| < & mengakibatkan
| (x0) — fn(x0))go)| < e+e=2¢

Kasus Il

Jika | (i (x0) — fn(x0)) 9(¥o)| < € maka persamaan (7) menjadi
|(fin(%0) = fu(%0))9 (Vo) = (fin (Vo) = fu(¥0)) g(xo)| < &
|(fm(3’0) - fn()’o))g(xo) = (fm(xo) — fn(xo))g()’o)l <e&
|(Fn0) = f(76))9 (x0) | = 1Ufin(x0) = fu(x0))9 o)l <
| (o) = fn(0))g(x0)| < & + [(fin(x0) = fu(x0))g (o)l
Jika | (fin (x0) = fn(x0))g(¥o)| < & mengakibatkan
|fin(Vo) = fa(o))g(xo)| < &+ & = 2¢
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Dari kasus | dan 1l diperoleh:

|fin (Vo) = fu(0))g(x0)| < € dan|(fn(x0) = fu(x0))g(Vo)| < £

Sehingga disimpulkan bahwa

(m(x0)) = {f1(x0), f2(x0), .- } dan (fn (Vo)) = {f1 (o), 20), -}
adalah barisan Cauchy di R.

Karena R lengkap maka barisan (f,,(x,)) dan (f,,(v,) konvergen.

Misalkanfy, (xo) — f (xo) dan f,(vo) — f (o) untuk m — oo.
Kemudian akan ditunjukkan f,,, — f dan f € C[a, b].

Dari persamaan (5), untuk setiap m, n = n, diperoleh
fm () = fu(x) g (x)
det( >| <e
fm(Y) - fn(y) g(}’)
Untuk n — oo, dimana m > n,, diperoleh

fr0) = fG) g
det (fm(y) —fO) g(y)>| <€

sup sup
asxs<b asysb

sup sup
asxsb asysb

Akibatnya:
sup sup |(fin(x) = F)9W) = (fin ) = FD)g ()| <& (m 2 no)

asx<b asy=<b

Sehingga untuk setiap x,y € [a, b] dan m > n,, berlakU

|(fin () = FCN D) = (fin ) — fF))g(0)| < & (8)

Persamaan (8) menunjukkan bahwa (f;,(x)) konvergen seragam ke f(x) di [a, b] berdasarkan
kriteria Cauchy untuk konvergen seragam. Karena barisan (f,;;) kontinu dan konvergen seragam
di [a,b], maka limit fungsi f juga kontinu di [a, b], sehingga f € [a, b]. Karena (f;,) barisan
Cauchy sebarang di C[a, b] dan untuk setiap x € [a, b] berlaku (f,,,) konvergen ke .

Jadi(C[a, b]|l.,.)|l lengkap.m

3. Penutup

Ruang C[a, b] merupakan ruang fungsi real kontinu pada interval [a, b], Dengan norm-2 yang
didefinisikan dengan persamaan

_ ) g(x)
IF:9lle = sup, sup [der () 00|

Telah ditunjukkan bahwa dengan norm yang didefinisikan tersebut, sebarang barisan Cauchy di
Cla, b]konvergen ke suatu fungsi kontinu f € C[a,b]. Hal ini menunjukkan bahwa ruang
(Cla,b], ||.,-llo) merupakan ruang norm-2 vyang lengkap, yang telah dibuktikan pada
subb(C[a, b], |, |l) merupakan ruang norm-2 yang lengkap.
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